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Об исследовании задачи Неймана для эллиптических систем
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Аннотация. Как известно, на основе применения методов теории сингулярных интеграль-
ных уравнений были получены тонкие результаты в теории дифференциальных уравнений
в частных производных. В настоящей работе изучается вопрос о разрешимости задачи Ней-
мана для эллиптической системы двух уравнений шестого порядка с двумя независимыми
переменными по ограниченной области. При исследовании данной задачи используется
метод, разработанный Б. Боярским, суть которого заключается в построении матричной
функции по главной части системы и разбиении полиномов на гомотопические классы. С
помощью этого подхода нами показана эллиптичность рассматриваемой системы. Также
показано, что в соответствии с гомотопическими классами эллиптическая система двух
уравнений с двумя независимыми переменными шестого порядка эквивалентным образом
приводится к сингулярному интегральному уравнению по ограниченной области. Методом
перехода к эквивалентному сингулярному интегральному уравнению найдены эффектив-
ные условия нетеровости и получена формула для вычисления индекса изучаемой задачи.
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Abstract. As it is known, on the basis of the methods of the theory of singular integral equa-
tions, fine results were obtained in the theory of partial differential equations. In this paper,
we study the question of solvability of the Neumann problem for an elliptic system of two
six order equations with two independent variables in a bounded domain. During the study
of this problem, the method developed by Boyarsky is used. The essence of this method is to
construct a matrix function on base of the main part of the given system and split polynomials
into homotopy classes. Using this approach, the ellipticity of the system under consideration is
proved. It is also shown that, in accordance with homotopy classes, an elliptic system of two
sixth order equations with two independent variables can be equivalently reduced to a singular
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Введение

В работе [1] в круге D = {z : |z| < 1} было изучено дифференциальное уравнение
второго порядка

2∑
j=0

aj(x, y)
∂2ω

∂xj∂y2−j + b1(x, y)
∂ω

∂x
+ b2(x, y)

∂ω

∂ω
+ b0(x, y)ω = g(x, y), (0.1)

где aj(x, y), bj(x, y) ( j = 0, 1, 2 ) — квадратные матрицы размера 2 × 2, ω = (ω1, ω2) —
неизвестная вектор-функция переменных x и y, g = (g1, g2) — заданная вектор-функция.

Оператор, стоящий в левой части (0.1), называется эллиптическим в области D = D∪Γ

с границей Γ = {z : |z| = 1}, если в любой точке (x, y) ∈ D выполняется условие

det
2∑
j=0

aj(x, y) 6= 0.

Для уравнения (0.1) задача Дирихле ставится следующим образом: в области D с
границей Γ требуется найти регулярное решение уравнения (0.1), принадлежащее классу
C(D) и удовлетворяющее граничному условию

ω|Γ = g(x, y). (0.2)

Из работы М.И. Вишика [2] следует, что если система (0.1) сильно эллиптическая (си-
стема (0.1) называется сильно эллиптической в точке (x, y), если матрица

∑2
j=0 aj(x, y)ξj

является положительной для любых действительных чисел ξ0, ξ1, ξ2, не обращающихся
одновременно в нуль), то задачи Дирихле для (0.1) и сопряженной системы образуют
фредгольмову пару граничных задач. Общие эллиптические системы этим свойством, во-
обще говоря, не обладают. Как показывают примеры А.В. Бицадзе (см. [3]), однородная
задача (0.1), (0.2) для эллиптической системы

∂2ω1

∂x2
− ∂2ω1

∂y2
− 2

∂2ω2

∂x∂y
= 0,

2
∂2ω1

∂x∂y
+
∂2ω2

∂x2
− ∂2ω2

∂y2
= 0

может допускать бесконечное число линейно независимых решений.
Для достаточно широкого класса эллиптических систем задача (0.1), (0.2) и более об-

щие граничные задачи изучены в работах А.В. Бицадзе [4–6], И.Н. Векуа [7, 8], Б. В. Бо-
ярского [9, 10]. Задачи, рассмотренные в этих работах, приведены к эквивалентному ин-
тегральному уравнению нормального типа, доказана нетеровость этих задач и найден их
индекс. Тесная связь между теорией эллиптических дифференциальных уравнений и тео-
рией функций комплексного переменного стала очевидной на примере уравнения Лапласа.
Это классическое направление в теории функций, восходящее к работам Эйлера и, особен-
но, Римана. В последнее время усиливается внимание выявлению связей теории функций
с более общими дифференциальными уравнениями с частными производными вида (0.1).

В работе [11] А.И. Вольперт исследовал систему дифференциальных уравнений вида

∂

∂x

(
a
∂ω

∂x

)
+
∂

∂x

(
b
∂ω

∂y

)
+
∂

∂y

(
c
∂ω

∂x

)
+
∂

∂y

(
a′
∂ω

∂y

)
= 0, (0.3)
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где

a =
1

4

(
q s− 1

s+ 1 −q

)
, b =

1

4

(
−s+ 1 q

q s+ 1

)
,

c =
1

4

(
s+ 1 −q
−q −s+ 1

)
, a′ =

1

4

(
q s+ 1

s− 1 −q

)
,

4 = 1 − s2 − q2, s, q — полиномы: s = λRezn, q = λImzn ( z = x + iy, 0 < λ < 1 );

ω =

(
ω1

ω2

)
; n — произвольное натуральное число ( ′ означает транспонирование). В [11]

показано, что система (0.3) эллиптическая в единичном круге, так как

det
(
aα2 + bαβ + cαβ + a′β2

)
=

1

4

(
α2 + β2

)2

.

Рассмотрены следующие сопряженные задачи:
Задача 1. Найти в круге |z| < 1 решение ω из класса K (где K — класс функций,

непрерывных вместе с первыми производными в D = D∪Γ и имеющих вторые непрерыв-
ные производные в D ) системы (0.3), удовлетворяющее граничному условию ω|Γ = 0.

Задача 1∗. Найти в круге |z| < 1 решение ω из класса K системы

∂

∂x

(
a′
∂ω

∂x

)
+
∂

∂y

(
b
∂ω

∂x

)
+
∂

∂x

(
c
∂ω

∂y

)
+
∂

∂y

(
a
∂ω

∂y

)
= 0,

удовлетворяющее граничному условию ω|Γ = 0.

Показано, что имеют место следующие утверждения:
1. Столбцы

ωkl =

(
RePkl
ImPkl

)
(k = 1, 2, ....., n; l = 0, 1)

образуют полную систему линейно независимых решений задачи 1, где

P1l = il
[
zn−1(1− r2)(n+ 1− λ2)− (−1)lλz(1− r2n)

]
,

Pkl = il
[
λzn−k(1− r2k)− (−1)lkzk−2(1− r2)

]
( z = x− iy, r = |z|, k ≥ 2 ).

2. Задача 1∗ не имеет отличных от нуля решений.
Из этих утверждений следует, что индекс задачи 1 равен 2n.

В работе [12] для равномерно эллиптической системы m уравнений

U
(
x,

∂

∂x

)
ω ≡

n∑
k,j=1

Akj(x)
∂2ω

∂xk∂xj
+ . . . = 0 (0.4)

(точками обозначены члены младших порядков по ω ) с достаточно гладкими веществен-
ными коэффициентами рассматриваются краевые задачи Дирихле

ω|Γ = f

и Неймана ∂ω

∂ν
|Γ = g

( ν — внутренняя нормаль) в классических предположениях.
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Известно, что в случае m = 2 так же, как для одного уравнения, задачи Дирихле
и Неймана для системы (0.4) при n > 2 поставлены корректно и имеют нулевой индекс
(см. [9,13]). Однако, как показывает пример (см. [14]), уже для эллиптических систем трех
уравнений задача Дирихле, а вместе с ней задача Неймана (см. [15]), вообще говоря, не
корректны. При m > 2 для обеспечения нетеровости краевой задачи Дирихле необходимо
потребовать выполнение условия регуляризуемости Я.Б. Лопатинского (см. [16]): ранг
матрицы ∫

D

{
U−1

(
y, λν + τ

)
, λU−1

(
y, λν + τ

)}
dλ, y ∈ Γ,

должен быть максимален. Всюду в дальнейшем оно предполагается выполненным. Но
тогда условие регуляризуемости будет выполнено и для задачи Неймана, поскольку обе
задачи регуляризуемы или нет одновременно (см. [15]), так что задача Неймана тоже будет
нетеровой. В [12] показано, что индексы задач Дирихле и Неймана совпадают и задача
Неймана фредгольмова в следующих двух случаях: p < n или n нечетно.

1. Постановка задачи. Основной результат

Следует отметить, что теория двумерных сингулярных интегральных операторов на-
ходится в тесной связи с теорией граничных задач для эллиптических систем дифферен-
циальных уравнений на плоскости (см. [7, 8, 17]). В последнее время Г. Джангибековым
были получены (см. например, [18–25]) эффективные необходимые и достаточные условия
нетеровости и формулы для подсчета индекса некоторых классов двумерных сингулярных
операторов по ограниченной области. Использование этих результатов позволило, в част-
ности, получить в работах [1,22,25] теорию разрешимости задач Дирихле и Неймана для
эллиптических систем уравнений второго и четвертого порядка на плоскости, и вычислить
индекс этих задач через коэффициенты системы.

В этом пункте изучается вопрос разрешимости задачи Неймана для эллиптической си-
стемы двух уравнений шестого порядка на плоскости методом перехода к эквивалентному
сингулярному интегральному уравнению по ограниченной области.

Пусть D = {z : |z| < 1} — единичный круг комплексной плоскости z = x + iy.

Рассмотрим дифференциальное уравнение шестого порядка

a(z)
∂6ω

∂z3∂z3
+ b(z)

∂6ω

∂z6 +
5∑

k+j=0

[
ak,j(z)

∂k+jω

∂zk∂zj
+ bk,j(z)

∂k+jω

∂zk∂zj

]
= g(z), (1.1)

где ω(z) = u(x, y) + iv(x, y), коэффициенты уравнения a(z), b(z) будем считать непре-
рывными в D, g(z) ∈ Lp(D), 2 < p <∞,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
.

По главной части системы (1.1) построим матрицу-функцию

G(z, σ) =

(
a(z) b(z)σ6

b(z)σ6 a(z)

)
.

Эллиптичность системы (1.1) означает, что для любой точки z ∈ D и любого не рав-
ного нулю комплексного числа σ = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π должно выполняться неравенство
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detG(z, σ) 6= 0. Очевидно, что

detG(z, σ) ≡ |a(z)|2 − |b(z)|2 6= 0

для всех z ∈ D. Отметим, что в работе [26] рассматривается эллиптическая система ше-
стого порядка общего вида, однако применительно к (1.1) полученные результаты охва-
тывают только случай сильно эллиптической системы, т. е. когда |a(z)| > |b(z)| для всех
z ∈ D.

Множество всех полиномиальных матриц вида G(z, σ), удовлетворяющих условию

detG(z, σ) = |a(z)|2 − |b(z)|2 > 0 (< 0) для всех z ∈ D,

обозначим через G+ (G−).

Две матрицы G1, G2 из класса G+ назовем гомотопными G1 ∼ G2, если существует
семейство полиномиальных матриц G+(τ) из G+, непрерывно зависящих от действитель-
ного параметра τ : 0 ≤ τ ≤ 1, такое, что

G+(0) ≡ G1, G+(1) ≡ G2.

Две эллиптические системы из множества всех эллиптических систем (9) с одинаковой
главной частью такой, что G(z, σ) ∈ G+ можно тогда и только тогда соединить непрерыв-
ным путем в G+, если характеристические матричные полиномы этих систем гомотопны.
Таким образом, соотношение гомотопии разбивает G+ на два класса гомотопии — связные
открытые множества:

класс ε+, в котором выполняется неравенство |a(z)| > |b(z)| для всех z ∈ D ;
класс ε−, в котором выполняется неравенство |a(z)| < |b(z)| для всех z ∈ D.

Эти классы образуют полную систему множества G±, т. е. G1 и G2 из F+ принадлежат
некоторому классу ε± тогда и только тогда, когда G1 ∼ G2.

Задача Неймана состоит в нахождении функции ω(z) из класса W 6
p (D) ∩ C(D),

удовлетворяющей внутри области D уравнению (1.1), а на ее границе Γ следующим
краевым условиям

ω(z)
∣∣
Γ
= 0,

∂ω

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0,
∂2ω

∂n2

∣∣∣∣
Γ

= 0, (1.2)

где ∂ω
∂n

— производная по направлению внутренней нормали в точках контура Γ.

Известно (см. [8, 17]), что любая комплекснозначная функция класса W 6
p (D) ∩ C(D),

удовлетворяющая на границе Γ однородным краевым условиям (1.2), представляется в
виде

ω(z) = − 1

π

∫∫
D

G6(z, ζ)f(ζ)dsζ ,

с произвольной комплекснозначной плотностью f(z) ∈ Lp(D), где G6(z, ζ) функция Гри-
на бигармонического уравнения в области D :

G6(z, ζ) = |ζ − z|4 ln

∣∣∣∣1− zζζ − z

∣∣∣∣2 − |ζ − z|2(1− |z|2)(1− |ζ|2) +
1

2
(1− |z|2)2(1− |ζ|2)2.

Очевидно, что все производные от функции ω(z) по z и z до пятого порядка да-
ют интегральные операторы с непрерывными ядрами или с ядрами, имеющими слабую
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особенность и, следовательно, являются вполне непрерывными в Lp(D) (1 < p <∞) опе-
раторами.

Непосредственный подсчет показывает, что ∂6ω
∂z6

определяется по формуле

∂6ω

∂z6
=

∫∫
D

K(z, ζ)f(ζ)dsζ(z), (1.3)

где

K(z, ζ) = − 3

π

(ζ − z)2

(ζ − z)4
+K1(z, ζ), K1(z, ζ) =

3(ζ − z)2ζ
4

π(1− zζ)4
.

Аналогично получим
∂6ω

∂z3∂z3 = f(z). (1.4)

Здесь следует отметить, что интегральный оператор с ядром K(z, ζ) во внутренных
точках области D имеет особенность порядка 2, поэтому интеграл нужно понимать в
смысле главного значения по Коши. Что касается точек границы, т. е. когда ζ ∈ Γ, то
нетрудно проверить, что в этом случае K(z, ζ) = 0.

Подставляя значения производных из (1.3), (1.4) в исходное дифференциальное урав-
нение (1.1), для определения функции f(z) получим следующее двумерное сингулярное
интегральное уравнение

a(z)f(z) + b(z)(S∗f)(z) + (Tf)(z) = g(z), (1.5)

где T — вполне непрерывный в Lp(D), p > 2 оператор,

(S∗f)(z) = − 3

π

∫∫
D

((ζ − z)2

(ζ − z)4
− (ζ − z)2ζ

4

(1− zζ)4

)
f(ζ)dsζ .

Интегральное уравнение (1.5) относится к двумерным сингулярным интегральным
уравнениям с четными характеристиками по ограниченной области, которые изучены в
работе [20]. Далее к сингулярным интегральным уравнениям (1.5) применяется резуль-
таты из [20], и в зависимости от гомотопических классов ε± для задачи Неймана (1.2)
эллиптической системы (1.1) получим следующее утверждение.

Теорема. Для того, чтобы задача (1.2) для эллиптической системы (1.1) в классе
W 6
p (D), 2 < p <∞ была нетеровой, необходимо и достаточно выполнения условий

|a(z)| 6= |b(z)| для всех z ∈ D, a(t) 6= 0 для всех t ∈ Γ,

причем, если |a(z)| > |b(z)|, то индекс задачи равен 0, а если |a(z)| < |b(z)|, то индекс
задачи равен

κ = − 3

π

[
arg a(t)

]
Γ
.

Пример. В качестве примера рассмотрим следующее дифференциальное уравнение

zn
∂6ω

∂z3∂z3
+ λ

∂6ω

∂z6 = g(z),

где λ — комплексный параметр, удовлетворяющий неравенству |λ| ≥ 1, n — произволь-
ное натуральное число. Устанавливается, что соответствующее сингулярное интегральное
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уравнение задачи (1.2) методом разложения искомой функции f(z) в ряд Фурье по по-
лярному углу, относительно коэффициентов Фурье сводится к системам интегральных
уравнений с ядрами, однородными порядка −1. Доказывается, что однородная задача
(1.1), (1.2) имеет ровно 6n линейно независимых решений (над полем вещественных чи-
сел), а сопряженная однородная задача ненулевых решений не имеет. Отсюда следует, что
индекс задачи равен 6n.
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